
第三次数学危机 

 

数学史上的第三次危机，是由 1897 年的突然冲击而出现的，到

现在，从整体来看，还没有解决到令人满意的程度。这次危机是由于

在康托尔的一般集合理论的边缘发现悖论造成的。由于集合概念已经

渗透到众多的数学分支，并且实际上集合论成了数学的基础，因此集

合论中悖论的发现自然地引起了对数学的整个基本结构的有效性的

怀疑。 

简介 

悖论的产生 --- 第三次数学危机 

1897 年，福尔蒂揭示了集合论中的第一个悖论。两年后，康托

发现了很相似的悖论。1902 年，罗素又发现了一个悖论，它除了涉

及集合概念本身外不涉及别的概念。罗素悖论曾被以多种形式通俗

化。其中最著名的是罗素于 1919 年给出的，它涉及到某村理发师的

困境。理发师宣布了这样一条原则:他给所有不给自己刮脸的人刮

脸，并且，只给村里这样的人刮脸。当人们试图回答下列疑问时，

就认识到了这种情况的悖论性质:"理发师是否自己给自己刮脸?"如

果他不给自己刮脸，那么他按原则就该为自己刮脸;如果他给自己刮

脸，那么他就不符合他的原则。 

罗素悖论的精确表述: 
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如果存在一个集合 A={x | x∉ A }，那么 A⊂A 是否成立?如果它

成立，那么 x∈A，不满足 A的特征性质。如果它不成立，A 就满足

了特征性质。 

罗素悖论使整个数学大厦动摇了。无怪乎弗雷格在收到罗素的

信之后，在他刚要出版的《算术的基本法则》第 2 卷末尾写道:"一

位科学家不会碰到比这更难堪的事情了，即在工作完成之时，它的

基础垮掉了，当本书等待印出的时候，罗素先生的一封信把我置于

这种境地"。于是终结了近 12 年的刻苦钻研。 

承认无穷集合，承认无穷基数，就好像一切灾难都出来了，这

就是第三次数学危机的实质。尽管悖论可以消除，矛盾可以解决，

然而数学的确定性却在一步一步地丧失。现代公理集合论的大堆公

理，简直难说孰真孰假，可是又不能把它们都消除掉，它们跟整个

数学是血肉相连的。所以，第三次危机表面上解决了，实质上更深

刻地以其它形式延续着。 

背景 

第三次数学危机产生于十九世纪末和二十世纪初，当时正是数

学空前兴旺发达的时期。首先是逻辑的数学化，促使了数理逻辑这

门学科诞生。 

十九世纪七十年代康托尔创立的集合论是现代数学的基础，也

是产生危机的直接来源。十九世纪末，戴德金及皮亚诺对算术及实

数理论进行公理化，推动了公理化运动。而公理化运动的最大成就

则是希尔伯特在 1899 年对于初等几何的公理化。 
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定义 

为了讲清楚第三次数学危机的来龙去脉，我们首先要说明什么

是数学危机。一般来讲，危机是一种激化的、非解决不可的矛盾。

从哲学上来看，矛盾是无处不在的、不可避免的，即便以确定无疑

著称的数学也不例外。 

数学中有大大小小的许多矛盾，比如正与负、加法与减法、微

分与积分、有理数与无理数、实数与虚数等等。但是整个数学发展

过程中还有许多深刻的矛盾，例如有穷与无穷，连续与离散，乃至

存在与构造，逻辑与直观，具体对象与抽象对象，概念与计算等

等。在整个数学发展的历史上，贯穿着矛盾的斗争与解决。而在矛

盾激化到涉及整个数学的基础时，就产生数学危机。 

矛盾的消除，危机的解决，往往给数学带来新的内容，新的进

展，甚至引起革命性的变革，这也反映出矛盾斗争是事物发展的历

史动力这一基本原理。整个数学的发展史就是矛盾斗争的历史，斗

争的结果就是数学领域的发展。 

研究 

人类最早认识的是自然数。从引进零及负数就经历过斗争:要么

引进这些数，要么大量的数的减法就行不通;同样，引进分数使乘法

有了逆运算--除法，否则许多实际问题也不能解决。但是接着又出

现了这样的问题，是否所有的量都能用有理数来表示?于是发现无理

数就导致了第一次数学危机，而危机的解决也就促使逻辑的发展和

几何学的体系化。 
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方程的解导致了虚数的出现，虚数从一开始就被认为是"不实的

"。可是这种不实的数却能解决实数所不能解决的问题，从而为自己

争得存在的权利。 

几何学的发展从欧几里得几何的一统天下发展到各种非欧几何

学也是如此。在十九世纪发现了许多用传统方法不能解决的问题，

如五次及五次以上代数方程不能通过加、减、乘、除、乘方、开方

求出根来;古希腊几何三大问题，即三等分任意角、倍立方体、化圆

为方不能通过圆规、直尺作图来解决等等。 

这些否定的结果表明了传统方法的局限性，也反映了人类认识

的深入。这种发现给这些学科带来极大的冲击，几乎完全改变了它

们的方向。比如说，代数学从此以后向抽象代数学方面发展，而求

解方程的根变成了分析及计算数学的课题。在第三次数学危机中，

这种情况也多次出现，尤其是包含整数算术在内的形式系统的不完

全性、许多问题的不可判定性都大大提高了人们的认识，也促进了

数理逻辑的大发展。 

发展 

这种矛盾、危机引起的发展，改变面貌，甚至引起革命，在数

学发展历史上是屡见不鲜的。第二次数学危机是由无穷小量的矛盾

引起的，它反映了数学内部的有限与无穷的矛盾。数学中也一直贯

穿着计算方法、分析方法在应用与概念上清楚及逻辑上严格的矛

盾。在这方面，比较注意实用的数学家盲目应用。而比较注意严密

的数学家及哲学家则提出批评。只有这两方面取得协调一致后，矛
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盾才能解决。后来算符演算及δ函数也重复了这个过程，开始是形

式演算、任意应用，直到施瓦尔兹才奠定广义函数论的严整系统。 

危机 

对于第三次数学危机，有人认为只是数学基础的危机，与数学

无关。这种看法是片面的。诚然，问题涉及数理逻辑和集合论，但

它一开始就牵涉到无穷集合，而现代数学如果脱离无穷集合就可以

说寸步难行。因为如果只考虑有限集合或至多是可数的集合，那绝

大部分数学将不复存在。而且即便这些有限数学的内容，也有许多

问题要涉及无穷的方法，比如解决数论中的许多问题都要用解析方

法。由此看来，第三次数学危机是一次深刻的数学危机。 

解决 

数学家们通过将集合的构造公理化来排除了这样的集合的存在

性。 

例如，在策梅洛(Zermelo)和弗伦克尔(Fraenkel)等提出的 ZF

公理系统(也称 ZFC 公理系统)中，严格规定了一个集合存在的条件

(简单地说，存在一个空集【空集公理】;每个集合存在幂集【幂集

公理】;每个集合里所有的集合取并也形成集合【并集公理】;每个

集合的满足某条件的元素构成子集【子集公理】;一个"定义域"为 A

的"函数"存在"值域"【替换公理】等)，这样无法定义出悖论中的集

合。 

第三次数学危机就此在一定程度上解决。 
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