
第二次数学危机—无穷小是 0还是非 0 

 

第二次数学危机，指发生在十七、十八世纪，围绕微积分诞生初

期的基础定义展开的一场争论，这场危机最终完善了微积分的定义和

与实数相关的理论系统，同时基本解决了第一次数学危机的关于无穷

计算的连续性的问题，并且将微积分的应用推向了所有与数学相关的

学科中。 

危机背景 

芝诺悖论 

这次危机的萌芽出现在大约公元前 450 年，芝诺注意到由于对

无限性的理解问题而产生的矛盾，提出了关于时空的有限与无限的

四个悖论： 

"两分法"：向着一个目的地运动的物体，首先必须经过路程的

中点，然而要经过这点，又必须先经过路程的 1/4 点……，如此类

推以至无穷。--结论是：无穷是不可穷尽的过程，运动是不可能

的。 

"阿基里斯追不上乌龟"：阿基里斯总是首先必须到达乌龟的出

发点，因而乌龟必定总是跑在前头。这个论点同两分法悖论一样，

所不同的是不必把所需通过的路程一再平分。 

"飞矢不动"：意思是箭在运动过程中的任一瞬时间必在一确定

位置上，因而是静止的，所以箭就不能处于运动状态。 
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"操场或游行队伍"：A、B 两件物体以等速向相反方向运动。从

静止的 c来看，比如说 A、B 都在 1 小时内移动了 2 公里，可是从 A

看来，则 B 在 1小时内就移动了 4公里。运动是矛盾的，所以运动

是不可能的。 

芝诺揭示的矛盾是深刻而复杂的。前两个悖论诘难了关于时间

和空间无限可分，因而运动是连续的观点，后两个悖论诘难了时间

和空间不能无限可分，因而运动是间断的观点。芝诺悖论的提出可

能有更深刻的背景，不一定是专门针对数学的，但是它们在数学王

国中却掀起了一场轩然大被。它们说明了希腊人已经看到"无穷小"

与"很小很小"的矛盾，但他们无法解决这些矛盾。其后果是，希腊

几何证明中从此就排除了无穷小。 

微积分的出现 

经过许多人多年的努力，终于在 17 世纪晚期，形成了无穷小演

算--微积分这门学科。牛顿和莱布尼兹被公认为微积分的奠基者，

他们的功绩主要在于：把各种有关问题的解法统一成微分法和积分

法；有明确的计算步骤；微分法和积分法互为逆运算。由于运算的

完整性和应用的广泛性，微积分成为当时解决问题的重要工具。 

危机爆发 

在微积分大范围应用的同时，关于微积分基础的问题也越来越

严重。关键问题就是无穷小量究竟是不是零？无穷小及其分析是否

合理？由此而引起了数学界甚至哲学界长达一个半世纪的争论，造

成了第二次数学危机。 



无穷小量究竟是不是零？两种答案都会导致矛盾。牛顿对它曾

作过三种不同解释：1669 年说它是一种常量；1671 年又说它是一个

趋于零的变量；1676 年它被"两个正在消逝的量的最终比"所代替。

但是，他始终无法解决上述矛盾。莱布尼兹曾试图用和无穷小量成

比例的有限量的差分来代替无穷小量，但是他也没有找到从有限量

过渡到无穷小量的桥梁。 

英国大主教贝克莱于 1734 年写文章，攻击流数(导数)"是消失

了的量的鬼魂……能消化得了二阶、三阶流数的人，是不会因吞食

了神学论点就呕吐的。"他说，用忽略高阶无穷小而消除了原有的错

误，"是依靠双重的错误得到了虽然不科学却是正确的结果"。贝克

莱虽然也抓住了当时微积分、无穷小方法中一些不清楚不合逻辑的

问题，不过他是出自对科学的厌恶和对宗教的维护，而不是出自对

科学的追求和探索。 

当时一些数学家和其他学者，也批判过微积分的一些问题，指

出其缺乏必要的逻辑基础。例如，罗尔曾说："微积分是巧妙的谬论

的汇集。"在那个勇于创造时代的初期，科学中逻辑上存在这样那样

的问题，并不是个别现象。 

18 世纪的数学思想的确是不严密的、直观的，强调形式的计算

而不管基础的可靠。其中特别是：没有清楚的无穷小概念，从而导

数、微分、积分等概念不清楚；无穷大概念不清楚；发散级数求和

的任意性等等；符号的不严格使用；不考虑连续性就进行微分，不

考虑导数及积分的存在性以及函数可否展成幂级数等等。 



初步解决 

直到 19 世纪 20 年代，一些数学家才比较关注于微积分的严格

基础。从波尔查诺、阿贝尔、柯西、狄里赫利等人的工作开始，到

威尔斯特拉斯、狄德金和康托的工作结束，中间经历了半个多世

纪，基本上解决了矛盾，为数学分析奠定了一个严格的基础。 

波尔查诺给出了连续性的正确定义；阿贝尔指出要严格限制滥

用级数展开及求和；柯西在 1821 年的《代数分析教程》中从定义变

量出发，认识到函数不一定要有解析表达式；他抓住极限的概念，

指出无穷小量和无穷大量都不是固定的量而是变量，无穷小量是以

零为极限的变量；并且定义了导数和积分；狄里赫利给出了函数的

现代定义。在这些工作的基础上，威尔斯特拉斯消除了其中不确切

的地方，给出现在通用的极限的定义，连续的定义，并把导数、积

分严格地建立在极限的基础上。 

19 世纪 70 年代初，威尔斯特拉斯、狄德金、康托等人独立地建

立了实数理论，而且在实数理论的基础上，建立起极限论的基本定

理，从而使数学分析建立在实数理论的严格基础之上。 

事件影响 

这次危机不但没有阻碍微积分的迅猛发展和广泛应用，反而让

微积分驰骋在各个科技领域，解决了大量的物理问题、天文问题、

数学问题，大大推进了工业革命的发展。就微积分自身而言，经过

本次危机的"洗礼"，其自身得到了不断的系统化，完整化，扩展出

了不同的分支，成为了 18 世纪数学世界的"霸主"。 
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同时，第二次数学危机也促进了 19 世纪的分析严格化、代数抽

象化以及几何非欧化的进程。 

不同意见 

关于第二次数学危机，自其爆发开始直到二十一世纪，始终都

存在着不同意见。著名的数学家欧拉就坚持认为在求导数的运算

中，其结果应该是 0/0。他举例说，如果计算地球的数值，则一颗

灰尘、甚至成千上万颗灰尘的误差都是可以忽略的。但是在微积分

的运算中，"几何的严格性要求连这样小的误差也不能有。"马克思

在他的《数学手稿》中说得更明确：求导数的运算的结果应该是严

格的、特定的 0/0，批判了所谓"无限趋近"的说法。同时也有言论

称，该危机在二十世纪前的数学研究体制下无法彻底解决。 

 


